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Resumo 
Neste trabalho vamos estudar as Curvas 
 Algébricas 
 Racionais e encon-
trar pontos racionais em retas, cônicas e cúbicas racionai& Isto significa 
encontrar pontos coin coordenadas racionais que satisfaçam a equação de 
uma curva plana coin coeficientes 
 racionais 
 Tarnbern estudaremos que 
uma cúbica racional não singular na forma de Weiertrass apresenta uma 
estrutura de grupo. 
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Introdução 
Neste trabalho nos propomos estudar as curvas algébricas racionais. 0 principal 
problema envolvendo as curvas 
 algébricas racionais consiste em encontrar pontos 
com coordenadas racionais que satisfaçam a sua equação . 
Este problema é motivo de estudo mesmo nos 
 primórdios da Matemática. Os 
babilõnicos conheciam soluções inteiras para a equação = c2 ,como por ex-
emplo (a, b, = (3, 4, 5) e várias outras, mas não é provável que usassem métodos 
dedutivos pra achar tais soluções 
O problema de se encontrar soluções inteiras para a 
 equação a 2 	 = c2 , remonta 
ao antigo problema de encontrar triplas de números naturais que representam arestas 
de um triângulo retângulo as chamadas "Ternas Pitagóricas". 
Pierre Simon de Fermat, brilhante 
 matemático francês, deixou um enigma que 
desafiou as mentes dos maiores 
 matemáticos dos últimos três séculos. 
Uma proposição que escreveu nas margens de seu exemplar de Diofante, que dizia 
o seguinte: "Para um Ti, inteiro maior que dois, nip há valores inteiros positivos x, y, z 
tais que xn + yn = " Mas dizia que tinha uma demonstração para tal problema, 
porem a margem era demasiadamente estreita para contê-la. 
Com a criação da Geometria Projetiva muitos 
 avanços puderam ser feitos e 
permitiram uma descrição mais abrangente para as curvas algebricas. 
Em 1993, na Universidade de Cambridge, o professor Andrew Wiles da Univer-
sidade de Princeton, anunciou a 
 demonstração do "Último Teorema de Fermat" [7]. 
Depois de intensa atividade o próprio professor verificou várias falhas em sua demon-
stração,, mas para a alegria de todos, em outubro de 1994, pesquisadores em Teoria 
dos Números receberam um manuscrito, por Wiles, reduzindo o problema à demon-
stração de um resultado sobre o anel de Hecke e junto deste, estava outro manuscrito, 
por Wiles e Taylor, que continha a demonstração que estava faltando. Era o fim do 
enigma deixado por Fermat. Para os leitores que tiverem curiosidade em saber mais 
sobre essa "demonstração maravilhosa" devem ler o artigo de Fernando Q. Gouvêa 
[1], que contemn uma explicação bem resumida e várias referências sobre o assunto. 
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Essa demonstração foi uma mistura de vários tópicos de intensa pesquisa em 
Teoria dos Números: curvas elípticas, formas modulares e representações galoisianas. 
Como podemos perceber o estudo dos pontos racionais em curvas 
 algébricas 
abrange um amplo domínio dentro da Matemática, envolvendo Teoria dos Números 
[5] e Geometria Algébrica [8]_ 
O conteúdo deste trabalho se 
 distribuirá ern três capítulos. 
No primeiro capitulo faremos o estudo das curvas algébricas racionais de grau 
menor ou igual a três, isto 6, das retas , cônicas e cúbicas racionais_ 
Chamaremos de curva 
 algébrica plana a um conjunto do tipo 
Cf (K) = {(a, b) e K2 : f (a, b) = 0} 
, onde K é um subcorpo dos números complexos e f(x, y) é um polinômino não 
nulo ern K[x, y] associado à curva Cf(K) . Encontrar pontos racionais de uma curva 
equivale a descrever o conjunto Cf(Q). 
Uma equação da forma f(r, y) = a + br + cy; onde a, b, ceQe uma reta racional. 
Apresentaremos métodos geométricos para se encontrar 
 soluções racionais. 
As curvas Cf associadas a polinômios de grau dois são denominadas cônicas, ou 
seja, as elipses, parábolas e hipérboles. 
Ao estudarmos pontos racionais em cônicas, o interessante é a 
 relação que existe 
com "Ternas Pitagóricas Primitivas", triplas de números naturais dois a dois primos 
relativos,que satisfazem o Teorema de Pitigoras, ou seja, as medidas dos lados do 
triângulo retângulo. 
Para a circunferência C1 x2 ± y2 = 1, mostraremos que as soluções racionais 
de C1 sic) obtidas usando coordenadas e que através da interpretação 
 geométrica da 
equação a2 + b 2 =  e2 é possível chegar ern uma fórmula que representará todas as 
soluções racionais. 
Também vamos dar uma aplicação desta formula no cálculo de integrais_ Verifi-
caremos que usando uma parametrização adequada fica mais fácil resolver integrais 
do tipo f a2 -Mn-Fe . 
No segundo capitulo, estudaremos alguns resultados de geometria projetiva, 
 já 
que para estudar as cúbicas presisaremos acrescentar ao conjunto dos pontos dos 
números reais uma ponto extra, chamado" ponto no infinito". Fazendo este ponto 
no infinito pertencer a 
 cúbica e ao mesmo tempo ser um de seus pontos de 
 inflexão, 
conseguiremos uma equação reduzida da forma geral da cúbica, chamada forma de 
Weierstrass. 
A partir da forma de Weierstrass, no terceiro capitulo estaremos interessados ern 
3 
uma forma de encontrar pontos com coordenadas racionais em cúbicas racionais não 
singulares. 
Mostraremos alguns exemplos de gráficos de cúbicas. Veremos que conforme a 
singularidade da curva ela apresentará um aspecto e definiremos uma cúbica não 
singular na forma de Weiertrass. 
Na década de vinte, Mordell provou que uma cubica racional, na forma de Weier-
trass, possui uma estrutura de grupa Para tanto, é necessário acrescentar ao con-
junto de pontos desta, o ponto no infinto (0), e assim poderemos verificar que uma 
cúbica não singular na forma de Weiertrass é um grupo abeliano com identidade 0- 
Apresentaremos uni algoritmo para somar pontos da cúbica , ou seja, uma 
maneira de encontrar outros pontos partindo de pontos já conhecidos. 
0 teorema de Mordell e Weil, que não vamos provar, diz que uma cúbica racional 
é um grupo finitamente gerado, isto significa que existe uma quantidade finita de 
pontos racionais da curva tais que todos os pontos racionais (ou soluções racionais) 
são obtidos a partir desses usando a operação de somar pontos, a mesma que usamos 
para verificar a estrutura de grupo. 
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Capitulo 1 
Curvas Racionais. 
Nesta parte do trabalho estaremos interessados na existência de pantos com co-
ordenadas racionais que  satisfaçam a equação de uma curva algébrica plana com 
coeficientes racionais. 
Para tratar a existência de tais pontos vamos estudar os casos mais simples 
quando o grau do polinômio associado à curva é menor ou igual a 3_ 
1.1 Conceitos Fundamentais 
Para que possamos encontrar soluçiies racionais em uma curva, primeiro vamos 
especificar o conjunto onde estas curvas estão definidas. 
Seja K um subcorpo dos números complexos; denotaremos por Kk, yl o anel de 
todos os polinômios com coeficientes em K nas variáveis x e y. O termo "ponto 
racional" é usado aqui para qualquer ponto (z, y) do plano tais que z, y e Q. 
Definição 1.1.1 Chamaremos de "curva plana" a um conjunto do tipo 
C f (K) = {(a , b) e 1K2 : f (a, b) = 0} , 
onde f (x,y) é um polinômio ncio nulo em K[x, y] chamado polinômio associado 471 
curva Cf(K). 
Encontrar os pontos racionais de uma curva equivale a descrever o conjunto 
Cf (Q) 
1.2 As Retas Racionais. 
Seja f da forma 
f (x, = a + bx cy wrna , b, c E Q. 
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Apresentaremos aqui dois métodos para associar pontos racionais de duas retas 
racionais.([5]) 
• Se c!O temos a + bx + cy =- 0 se e somente se, 
y --c1 (bx + a) 
Esta é a equação de uma reta(não vertical) no plano e existe uma corre-
spondência bijetora entre os pontos da reta Cf(Q) e os pontos racionais do 
eixo das abscissas. 
Ao panto racional (x, 0) sobre o eixo x fazemos corresponder o ponto 
(x, c (bx + a)) sobre Cf (Q). 
Cf 
- 	 (bx-i-a) 
X 
Figura 1.1: Figura que representa uma reta racional não vertical. 
Para continuar nossos estudos devemos levar em conta a  proposição seguinte 
Proposição  
(i) Se o conjunto Ex, y) e R2 : y = ax + h; a, b E RI contém pelo menos dois 
pontos racionais distintos, 
 então a, b e Q, isto 6, uma reta não vertical que 
contenha dois pontos racionais é uma reta racional. 
Dem: Sejam P -= 	 e P2 =  (x2f 112) pontos racionais que pertencem a 
reta y = ax + b e xi x2; então 
{
IL= all+ b 
Y2 = ax2 + b 
Resolvendo o sistema , temos que 
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Portanto, a reta ((x, y) E R2 : y = az + b; a, b E RI é racional. 	 • 
(ii) Se Cf e Cf são retas racionais nip verticais que se intersectam em um ponto 
P = (x, y), então P é um ponto racional. 
Dem: Sejam y =- ax + be y = cz + d retas racionais e a Sc e seja P = (x, y) 
pertencente 'as duas reta& Então 
y — ax = b 
Resolvendo o sistema, temos 
X = 
que 
1 
1 
b 
d d—h e 
1 
1 
—a 
—c 
a-c 
b —a 
d — C 
Y -= 
1 —a 
1 —c 
ad—bc 
a-C 
Portanto, P = (x, y) é racional. 	 • 
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(iii) Uma reta que contém um ponto racional e que 
 é paralela a uma reta racional 
não vertical é também uma reta racional. 
Dem: Seja a reta r : y = az±b uma reta racional paralela a reta s: y = ax+c 
e P0 = (xo , yo ) E Q2 fl 8 , então yo = ax o ± c, logo c é racional, portanto 
a reta s também é racional. • 
• Método 1:Dadas duas retas racionais Cf e Cfl, utilizaremos o seguinte algo-
ritmo para associar os pontos racionais das mesmas. 
(1) Escolha P e 13' pontos racionais de Cf e Cr 
 respectivamente de tal modo que 
P 
 Ø  Cp, P' 
 Ø Cf e a reta r que passa por P e P' nip seja vertical_ 
(2) Para cada ponto racional Q e Cf, a reta que passa por Q, paralela a r é uma 
reta racional ( por (iii)) e encontra Cr em um ponto racional Q"( por (ii)) e 
assim nos associamos Q à Q'. 
r lis 
 
Cf 
Figura 1.2: Esquema que mostra o método das retas paralelas. 
Este procedimento se aplica 
 também 
 quando Cf ou Cp são retas verticais. 
O segundo método de associar os pontos racionais de C1 e Cy mostra que não é 
necessário usar retas paralelas. 
• Método 2: Dadas Cf e Cr retas racionais escolhemos Po = (x o , yo) um ponto 
racional que não esteja em qf nem em Cr. Vamos usar a família de todas 
as retas que passam por Po 
 para associar os pontos de Cf e Cp da seguinte 
maneira. 
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(1) Para cada P e Cf (Q), considere a reta racional (por (i)) que liga Po a P. Se 
esta reta intersecta Cfl em um ponto P'  então P' é racional (por (ii)) e IS 
associamos P a P. 
X 
Figura 1.3: Esquema (1) do Método 2. 
(2) Se a reta racional que liga Po a P' é paralela a Cf', tome urna paralela a Cf 
passando por Po (esta será uma reta racional) (por (iii)). Esta reta intersectará 
üft num ponto racional P'. Associe P0 a P 
Cf ' 
Figura 1.4: Esquema (2) do Método 2. 
Vimos que é simples encontrar pontos racionais em qualquer reta racional e duas 
retas racionais quaisquer podem ser colocadas em correspondência bijetora_ 
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1.3 As Cônicas Racionais 
Consideremos agora os polinômios da forma 
f (x, y) = aox2 ± aixy + a2y2 ± a3X 	 + ao , 	 e Q[x, y] 
As curvas Cf associadas a estes polinômios de grau 2 Sao denominadas cônicas. 
Exemplo 1.3.1 (1) Ternos ulna elipse quando a o = 	 ao = !*, al = (to = a4 = 
e ao = —1. A equação de Cf é:  
X2 y 2 
a2 	 b 2 	 1 
(2) Ternos uma parábola 
 quando ao -= —a, a1 
 = az = 
ao = —c. A equação de Cf 6: 
0, ao = 
—b, a4 = 1 e 
y = ax2 + bx + c 
(3) Temos 
 urna hipérbole quando ao = à, az = à, a1 
 =- a3 = a4 = O e a o = —1. 
A equação de Cf é: 
X 2 	 1,1 2 
a2 	 b2 = 1 
L3.1 Pontos Racionais em Cônicas 
 
Desejamos encontrar as soluções racionais de uma cônica. Em primeiro lugar vamos 
assumir que cf(az não é vazio, como no exemplo a seguir_ 
Exemplo 1.3.2 A 
 cônica C2 	 {(x, y) e R2 	 2 
 + y2 = 3} não possui pontos 
racionais. 
Dem:Mostraremos que não existem x, y, w e Z relativamente primos tais que 
x 2 + y2 = 3w2 (Isto equivale it 
 afirmação feita no exemplo). 
Suponha que existam x, y, to e Z primos entre si e tais que x2 + y2 = 3w 2 . 
Vamos provar que 3 não divide x nem y_ 
1 Se 31x =» 31y 2 	 31y e portanto 9 	 ± y2 1x2 	 9 3w2 	 3 1w o que é um absurdo 
já que x, y e to são primos entre si. 
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Assim, devemos ter x, y 	 l(raod 3) o que implica x2 + y2 	 2(rnod 3), logo 
x2 + y2 não pode ser múltiplo de 3 II. 
Também devemos observar que um ponto de intersecção entre uma cônica e uma 
reta racionais nem sempre le um ponto racional.Um exemplo fácil de se observar isto 
é a reta y = 0, que é racional,intersecta a cônica racional 
C = {(x, y) e R2 x2 — y — 2 = 0} 
nos pontos (1,5, 0) e 	 0), que não são pontos racionais. 
Lema 1.3.1 Toda intersecção não vazia de uma cônica racional Cf com uma reta 
racional L que contenha um ponto racional, contém pelo menos dois pontos racionais. 
Demonstração: Considere as curvas 
Cf = {(x, E R2 	 =O} 
L = {(x0)) e R2 r + sx + ty = 0, 	 r, s, t e 
	
f (x, y) = aoz 2 + aim/ + a2y2 + a3x + a4y + a5 	 Q[x, 
Vamos supor que t O. Então, 
L = {(x, y) e R2 : y = — :x — It } 
Se (x, y) E Cf(R) fl L, 
 então devemos ter 
{
a0x2 + aixy ± a2y 2 -I- asx + a4y + as = O 
y = - fx - 
e 
onde 
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ou, equivalentemente, devemos ter 
{ 0 = aux 2 + cri(-1x - Dr + a2 (-1x 
y = - ix - i 
2 a3x + (24E1x - )+ as 
fazendo 
s
9 
ao — al 
— artj- = a) 
-al - - „ za2—sr -I- (23 - a4 - = 
t2 
r
2 
a2 -„- - a4 -r a5 =ey 
t' 
corn a, e -y E R pois Cf e L são curvas racionais, obtemos a seguinte equação 
1y
ax2 +0x+7=0 
= -f x - i 
Sabemos que as raizes da primeira equação são 
-s 	 + 'K 	 -0 - N/4  xi = 	 e x2 - 2a 	 2a 
coin A =  $2  - 4a-y, logo xi er racional se e somente se, x2 é racional. 
Substituindo obtemos 
e 	 Y2 = -Z2 - 
Então observamos que (x1, Yi.) é um ponto racional se, e somente se, (x2, Y2) for 
racional, como o lema estabelece. • 
Vamos usar o lema acima demonstrado para descrever os pontos racionais de 
uma cônica racional Cf . 
Procedimento: 
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(1) Fixe um ponto racional 0 sobre a cônica C1 - 
(2) Escolha uma reta racional L c 112 e ligue 0 a cada ponto racional Q de L. 
Como cada uma destas retas é racional, intersectará a cônica Cf num ponto 
racional P(pelo lema anterior) e nós associamos P a Q. 
(3) Reciprocamente, ligamos cada ponto racional P' da cônica Cf ao ponto 0 e 
esta reta intersecta L (a menos de um ponto especial Po de Cf para o qual a 
reta Lo que liga 0 e Po é paralela h reta 1) em um ponto Q' e, pela associação  
que fizemos no item(2), temos P' associado a Q'. (Veja a figura abaixo) 
X 
Figura 1.5: Pantos Racionais em Cônicas 
Quando a reta que passa por 0 (na figura) é tangente à cônica, o ponto de 
interseccgdo da reta L com uma reta T é o ponto R. 
Vamos determinar a equação da reta To tangente h cônica, 
C = {(x, y) E R2 : a + bx + cy +  da? 
 + ea.:y f y2 = 13 } 
em um ponto racional (zo , yo ) da cônica. 
Temos duas possibilidades para esta tangente To. 
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1)71 é uma reta vertical_ 
To = {(x, y) E R2 x = x0 }  
que é uma reta racional, pois (x0 , yo ) é um ponto racional. 
2)7'0 não é uma reta vertical, 
To = {(x, y) e R2 : y = mx 
in é obtido derivando-se implicitamente a  equação da cônica: 
+ br + cy + dx2 + cry + fy2 = 0_ 
Derivando obtemos 
b + cys(x) + 2d.x + e(y + (x)) + 2f yy'(x) 
e assim 
(1) 2dx0 + eyo)  
at in (x0) = (c + exo + ho) 
logo in E Q. Deste resultado e da equação ri = yo — rriz o podemos ver que n 
também E Q, logo 710 é uma reta racional_ 
Associamos O aRe todos os pontos racionais da cônica Cf, (como vimos na 
figura) exceto o ponto Po , são pantos em correspondência bijetora com os pontos 
racionais da reta L. Então concluimos que se é possível encontrar algum ponto 
racional sobre uma cônica, podemos encontrar todos os outros. 0 conjunto de todos 
esses pontos racionais esti, em correspondência bijetora com o conjunto dos pontos 
racionais da reta, acrescida de mais um ponto racional. 
Vamos mostrar alguns exemplos simples, para tratar o problema da existência 
de pontos racionais sobre uma cônica. 
13.2 Ternas Pitagóricas e Pontos Racionais da Circunferência 
Unitária 
As Ternas Pitagóricas Primitivas sic) triplas de números naturais que satisfazem 
o teorema de Pitágoras, ou seja, são as medidas dos lados do triângulo retângulo. 
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Alguns exemplos de tais soluções AD: 
(3, 4, 5); (5, 12, 13); (105, 36, 111);  (12709,13500,18541). 
Ao determinarmos todas as soluções racionais da curva C 1 ; x2 +1,2 , vamps dar uma 
interpretação geométrica da equação 
a2 + b2 =c2 (1). 
Todas as soluções inteiras de (1) podem ser obtidas de soluções primitivas rnuti-
plicando por um número natural k. Quer dizer, toda "Terna Pitagórica" pode ser 
obtida de uma "Terna Pitagórica Primitiva", multiplicando por uma constante k. 
Segue de (1) que 
(a 
2 	 (b 2 
+ —
c 	
=1 	 (2) . 
Se a, b, c E Z+, 	 e 	 são números racionais. A equação da circunferência é c 
x 2 4. 
 y2 = 1, e assim existe uma correspondência bijetora entre as Ternas Pitagóricas 
Primitivas e seus "Pontos racionais". 
Chamamos pontos com coordenadas racionais "pontos racionais". reciproca-
mente se temos um ponto racional(/, y) com coordenadas x = e = 7:2 na 
circunferência, podemos obter a equação (2) reduzindo as frações ns e ns para o 
711 	 n2 
mesmo denominador comum c > 0. Esta equação pode ser reduzida ã uma Terna 
Pitagõrica Primitiva. 
Assim existe uma correspondência entre os pontos racionais da circunferência 
+ y2 = 1 e as "Ternas Pitagóricas Primitivas". Obtivemos uma  formulação 
geométrica do problema de Pitágoras. 
Vamos achar os pontos racionais da circunferência unitária. 
(1) Trace retas que passem pelo ponto (ri., yi) = ( -1, 0), que não sejam tan-
gentes e cruzem a circunferência em mais de um ponto, com no exemplo (1 2 , y2) da 
figura. 
A equação de tal reta é y = k(z + 1) onde k é a inclinação da reta. Assim as 
coordenadas do ponto (1 2 , y2) satisfazem o sistema de equações 
{
/2 + 
 y2  = 1 
y = k(x + 1) 
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Figura 1.6: Pontos Racionais em Cônicas 
Resolvendo o sistema para z e y, obtemos 
r2 ± y2 	 1 
z2 + (kx + k) 2 = 1 
x2 + k2z2 + 2k 2x + k2 — 1 = 0 
(1 + k 2)x 2 + 2k 2z + k2 — 1 = 
Se x satisfaz a última equação , então x é abscissa do ponto de intersecção da 
reta y = k(x + 1) com a circunferência de raio unitário. Em outras palavras x = 
ou x = zz- 
Usando a  expressão habitual para a soma das raizes de uma equação quadrática 
temos 	
2k2 
X1 ± X2 
 
1 + k2 
da qual obtemos, pois z1 = —1, 
2k 3 
2:2= 	  +1 
1 + 
-2k2 	 k2 )  
X2 
1 	 k2 
substituindo x2 na equação y 
1 - k2 
X2 - 	  
1 ± k 2 
= k(x + 1), 
( 1 — k 2 
 Y2 = k 	+ k2 + 1) \1  
Y2 - k 
(1 + k2 + 1 + k2 
1 + k2 
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2k 
Y2 — 	  1 + k2 
as Ultimas formulas nomeiam um ponto racional, 
2k  
	
(x2,1/2) = (1 	 k2 + k2 ' 1 + k2) 	 (3) 
da circunferência x2 + y2 = 1 para cada k E Q. 
Reciprocamente, um valor diferente de  inclinação k, corresponde a qualquer pon-
to da circunferência, isto e, o valor 
	
k =  	 (4) 
x + 1 
Note que se k é racional, o ponto (x2,1/2)  definido por (3), tem coordenadas racionais 
e reciprocamente, se 2: 2 e 
 1/2  são racionais, k também é racional em virtude de (4). 
Com isto, demonstraremos o seguinte resultado: 
Proposição 1.3.1 Existe urna correspondência de urn para urn entre os pontos corn 
coordenadas racionais  na circunferência  z2  + y2 = 1 (corn excegdo do ponto 0)) 
e os números racionais. 
Fazendo k cobrir todos os valores racionais no intervalo —oo ate no, podemos 
enumerar todos os pontos com coordenadas racionais de 2:2  + y2 = 1 (com exceção  
do ponto (-1, 0)) e assim achar todas as soluções primitivas para o problema de 
Pitigoras. 
Faga, k = 	 q > 0 e MDC(p,q) = 1. 
Então segue de (3) 
(x2,112) 	 (1 — k2 	 2k  \ 
+ k2 
+ 1
, 1 + k 2 ) 
q2 p2 	 2pq 
	
(2:2,1/2) 
— q2 	 pv q2 	 p2 (**) 
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Em essência, estas formulas são equivalentes para a = p2 _ 17 2 , b 2pq, = p2 q2 . 
(*) 
Para obter o mesmo resultado exatamente, temos que analisar a paridade de p 
e g. Se p e g são de paridade diferente, a formula (**) corresponde a uma Terna 
Pitagórica Primitiva (a, b, = (q 2 — p2 , 2pq, q2  p2).  Se p e g são impares, então  
fazendo qi =  42 , pi = cy, MDC(p,g) = 1 temos 
p2 := 2(e + p!) 
2pg = q — 
q2 	 p2 
Reduzindo as frações em (**) por 2, obtemos 
( 	 2piqi 	 q12. — 14. ) x2,Z12) 	 2 	 ( 5) 
ql + A' e 
Note que (5) difere de (**) na forma so pela permutação das entradas. Se mostrar-
mos que pi e q1 são impares, então passamos  às variáveis q2 = p2 = gP=, 
MDC(p 2 ,g2 ) = 1 e assim por diante. 
Como resultado, obtemos ou uma formula (**) ou do tipo (5), onde pi, e q são de 
paridade diferente e MDC(p,„ gn) = 1. Assim a solução primitiva que corresponde 
ao ponto racional (x2, y2)  L (-1, 0) ou é determinada através da formula (**) ou 
(5) em que p e g são números de comprimento e paridade diferentes. Ern virtude 
da correspondência de um para um entre as soluções primitivas para a equação 
de Pitigoras e pontos racionais da circunferência de raio unitário (com exceção do 
ponto (-1, 0)), as formulas (**) e (5) implicam formulas do tipo (*) 
1.3.3 Parametrização Racional de Cônicas 
Considere uma curva dada pela equação K(x, y) = O , onde K é um polinonio 
quadrático em x e y. Elipses, parábolas e hipérboles são determinadas através de 
tais equações 
Vamos encontrar os pontos racionais de uma cônica usando o seguinte procedi-
mento. 
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Fixe um ponto (x i , yi) em uma curva deste tipo com coordenadas racionais_ 
Trace uma reta com  inclinação k que passe por este ponto, como na figura (11). 
Estamos procurando a  interseção da reta com a curva, então as coordenadas 
destes pontos devem satisfazer o seguinte sistema de equações : 
{
K(x,y) = 
Y = i  + k(x — x i ) 
Resolvendo este sistema para (x, y)  , como fizemos para a circunferência, rep- 
resentaremos as coordenadas (x2, 1i2) do segundo ponto de interseção da reta y = 
yi + k(x — xi) com a curva K em termos do parâmetro k. 
E fácil verificar isto: 
(x2, Y2) 
	
(A(k) Fi(k))  
C(k)
, 
 C(k)) 
onde A(k) , 2(k) são polinômios no parâmetro k, de grau menor ou igual a 2. 
Nr. 
yl 
••• 
Figura 1 3 : Parametrização  Racional em Cônicas 
Esta fórmula (Id uma parameterização para a curva K, ou seja, representa as 
coordenadas (x, y)  de todo ponto da curva em termos de funções de um único 
parâmetro k. 
Vamos agora para uma aplicação bastante interessante desta  fórmula: cálculo de 
integrais_ 
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Seja a integral 
I — f 	 dx  
i/ x 2 + 3x — 4 
Usando a parametrização racional de uma curva apropriada, como a curva K (2, y) 
y 2 — (x2 + 3x — 4). Notamos que (x1 , y1) = (- 4,0) anula a curva y(x) = 
1/x2 + 3x — 4. 
Considere todas as retas y = k(x + 4) levando em conta todas as manipulações 
para se obter a parametrização , chegamos no seguinte resultado 
(1 + 4k2 	 5k (x2, y2) 
1 — k2 + 1 — k 2 ) 
Então dx = Or_ to:2)2  dk e assim obtemos 
I 
 = f
dx 	 f dx 	 2dk 
1/x 2 + 3x - 4 J i(x) = f 1k2 
a última integral é relativamente  fácil de calcular 
f  2dk 	 f  dk 	 f  dk  
= 
 mu + ku — 
 mui  — ku + C 
1 + k 
= 1 — k  + C  
./x2 + 3x — 4 k — 	  
fazendo os cálculos temos: 
I = In x + 4 + VX2 ± 3x — 41 ry 
x + 4 — 1/x2 + 3x 
— 4 1 +  — 
1.4 As Cúbicas Racionais 
Seja C, = t(x, y) e 	 : f(2, = Of onde f (x, y) é um polinômio em Q[x, y] da 
forma 
f (x, = a0x3 + a1x 2y + a2xy 2 + a 3y 3 + a4x2 + asxy + a6 y2 + arx + as y + a, 
1—k 2 	 1—k 	 l+k 
x + 4 	 x + 4 
uma cúbica _ 
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Encontrar soluções racionais em cúbicas não é um problema muito simples. Ob-
sevamos que a cúbica C = {(x, y) e R x 3 +y3 — 1= 0} não possui pontos racionais 
além dos triviais (0,1) e (0, 1)_ Euler demonstrou que a equação + y 3 = z3 não 
tern solução inteira {xi), Yo, zo) satisfazendo l o , yo, zo 0. Este é o primeiro caso não 
trivial do celebre "Último Teorema de Fermat"_ Já nos anos 50, Sehner mostrou que 
a equação 3x 3 + 4x3 5y3 = 0 tem solução yo , zo) em todos os corpos p-ádicos 
Qp , mas não tem solução não trivial_ 0 que temos de favorável para prosseguir 
nossos estudos sobre as cúbicas é o seguinte resultado. "se nós temos dois pontos 
racionais sobre uma  cúbica racional, podemos encontrar um terceiro" ([5]). Existe 
um teorema que afirma ser  possível estudar o conjunto dos pontos racionais de uma 
cúbica racional assumindo que a equação geral esteja numa forma reduzida. E com 
este teorema é  possível provar tal resultado. 
A demonstração deste teorema exige conhecimentos de geometria projetiva, que 
nos permitirá, partindo da equação geral da 
 cúbica, chegar à equação C = {(x, y) e 
R2 112 = x3 + ax3 + bx + c; a, b, c e IQ} através de mudanças de coordenadas x 
e y. Tais transformações envolvidas neste processo são associadas a transformações 
lineares e são inversiveis de modo que os pontos racionais da cúbica original estão 
em correspondência bijetora com os pontos racionais da  cúbica C descrita acima. 
Quando a curva C está na forma reduzida dizemos estar na forma de "Weierstrass"_ 
No capitulo seguinte vamos apresentar alguns resultados da geometria projetiva 
que ajudarão entender melhor como chegar na forma de Weierstrass, para depois, 
aprofundarmos um pouco mais o estudo das Cúbicas Racionai& 
Capitulo 2 
Noções de Geometria Projetiva 
2.1 Espaços Projetivos 
Definição 2.1.1 Seja V um espaço vetorial real de dimensão ri. Definimos uma 
relação de equivalência no conjunto V \ {0} como: 
vr.sw se 3 .XER tal que v=Aw 
Ao quociente V \ {0}/ denominamos  espaços projetivos de V, denotado por 
IP(V). 
2.2 Co ordenadas Homogêneas 
As coordenadas homogêneas de um ponto P e P(V) relativas a uma base {va r ., v„} 
de V são as coordenadas (x 0 , x„) de um vetor não nulo do subespago unidimen-
sional representado por P. 
V= {(x i ,.._,x,,)/x, e R 	 = 1, ..., 
note que 
(xi , ...,x„) 	 ()au ..., Ai n) 
Denotaremos a classe de equivalência de (x 1 , ...,xn ) por [xl, 	 xn ] são as coor- 
denadas homogêneas de P(Rn) = 
OBS: A dimensão de RP"-1 é (n — 1). 
	
Proposição 2.2.1 Seja Ui C EtP"-1 ,Eli = {[x1 , zn]ixi 	 0} então exists uma 
bijegão entre LI; e o espaço afim Er -1 . 
22 
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Dem: Sejam 
: 	 HiFtn-1 
[xl, ---;  x, 
	 -; xn ] 	 ; ---; 
Xi 	 Xi ; 
rjr Rn-1 —)• U, 
(1h, -•-, Yi-1, 	 1/71-1.) 
	 4 [1h 	 Yi-1, 1, 	 •-•, Yn—l] 
1 	 , 	 1 	 ) 	 • , Y71-0 
Z1 	 Xi Xi+i Xn 	 X1 
	 , 	  
Xi 	 x i 	 = [xi, •-•,xn) xi 
logo 4'  = (ter 1 e U 	 RY4-1 . 
Mais do que uma bijegalo , trata-se de um homeomorfismo, pois tanto 42 quanto 
ço são continuas. 
Exemplo 2.2.1 (1) RI111- = a reta projetiva 
Ripl 	 (R2 \ (0 0)1 
RP' = W U {co}, entdo a reta projetiva é urna reta usual corn urn ponto extra 
no infinito. 
zIR 
Xi—i , Xn Xi 
Figura 2.1: RIP' ou Reta Projetiva 
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(2) TRP2 = o plano projetivo 
RIP2 -= (R3 \ {(0, 0, 0)})/ — 
18P2 =112 UL 
onde L é urna reta no infinito. 
Figura 2.2: RP' ou Plano Projetivo 
Portanto, 
V IPV 
Reta Ponto 
Plano Reta 
Espaço Plano 
2.3 Equação de uma reta no plano projetivo 
Definição 2.3.1 Urna reta no 18P2 é o conjunto dos pontos [x, y, z] tal que 
r: 
 ax + by + 
 az = 0 —> Plano ern R3 passando pela origem 
	 (2.1) 
Se (re, Yu, zo) E r entdo (Azo , Ayo , Azo) E r.  
a(Àzo) b(Ayo) + c(Azo) = A(azo + byo +  azo ) = O = [xo, yo, zo] e r. 
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Teorema 2.3.1 Quaisquer duas retas em RP 2 possuem pelo menos um ponto em 
Comum. 
Dem: Sejam as duas retas 
1: ax +by + cz = 
r : ax + i3y + erz =- 
Sc a = = = k, 
a 	 fi 	 7 
a = kce 
b= 
c = key 
+ by + ez = kax + 
	
+ kryz 	 (2.2) 
= a(kx) + fi(ky) + ry(kz) 	 (2.3) 
então as duas retas são a mesma. 
Vamos supor que 
a 	 b 
-
a 
ba 	 a,i3-bce0 
se existe [To, yo , zo] E I fl r, então este ponto deve satisfazer 
fix° + byo = - czo 
aro + Olio = -7zo 
- czo b 
- 7Z0 
Zn  = 
a b 
a p 
a -czo 
a -7.Z0 
Ito = 
a b 
a 13 
67-0  
0-ba 
z 
0-ba O 
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Ex a , yo , zo] = 	 cS 	  11 • 
Lat3 — ba a0 — ba 
Dem 2: Sejam 
1 ax +by + cz = 0 
r ax + day + ryz = 
Estas equações representam dois pianos que possuem o ponto (0, 0.0) em comum_ 
Logo existe s E I fl r, onde s é uma reta e passa pela origem, e então s é um ponto 
em RIP 2_ • 
2.4 Transformações Projetivas ou Projetividades 
P(T) é definido como 
P(T)([v]) = [T(u)] 
de acordo com o diagrama abaixo: 
P (V) P(T) 	  P(W) 
 
Proposição 2.4.1 P(T) está bem definida (ou seja, independe de representante na 
classe) 
Dem: v r v' E V = AA tal que v' = Av. 
P(T)[71] =[T(v')] = [T(Av)] =[AT(v)] =[T(v)] = P(T)[v]. 
• 
Teorema 2.4.1 P(T o S) = P(T)0 P(S) ou seja, o diagrama abaixo é comutativo. 
V 
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	  V 	  
	
P(S) 	 P(T) 	
 
P(U) 	  P(V) 
	
P(W) 
Dem: Seja v eu 
P(T)0 P(S)([v]) = P(T)([S(v)]) = [T(S(v))] = [T o S(v)] = P(T o 8)([v]). 
• 
Teorema 2.4.2 P(idV) = idP(V), ou seja o diagrama é comutativo. 
idV 
	
V 	  V 
p(ictv) 
P(V) 	 > P(V) 
Dem: 
P(idV) [v] = [idV(v)] = [v] = idp(v)([v]). 
• 
Teorema 2.4.3 Se 7' :V W inversivel então P(T) é inversivel. 
P(T - 1 ) P(T)  
P(W) 
P(T) 	 
P(W) 	  P(V) P(V) 
Dem: 
P(71-1) o P(T) = P(T-1 o T) = P(IdV) = idp(V) 
P(T) o P(T-1) = P(T o T-1) = P(ictW) = idP(W). 
• 
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2.5 Cônicas 
2.5.1 Curvas Homogêneas de 2° Grau 
Z) = aX 2 + bY 2 + cZ2 + dXY + eX Z fYZ = 
Veja que a mesma cônica pode ter aspectos diferentes dependendo do sistema de 
coordenadas. 
x2 ± y2 z2 = 0 
z h a  = x12 + y'2 = 1 	 uma elipse; 
uma hipérbole_ 
2.6 Cúbicas 
2.6.1 Curvas Homogêneas de 3° Grau 
Seja 
f (X, Y, = aX 3 +bY 3 +c23 H-dX 2Y +eX 2 Z+fY 2X+gY 2 Z+hZ 2X+iZ 2 Y+ jXY Z = 
Queremos obter uma forma reduzida para a  cúbica acima, de modo que o termo 
em Y3 se anule. 
Em primeiro lugar se o ponto [0,1, 0] é ponto da curva então necessariamente 
temos b=0_ 
Tomamos então o ponto [0,1, 0] no infinito, ponto de inflexão, pois 1(0,1, 0) = 0, 
se isto é verdade, o determinante da matriz Hessiana H: 
tfl 
8z 2 
n 
8x8y 
\ 
8z8z 
H = flL E±,f 82 f  Sy8x 190 ayaz 
32f 32/ 82f  \ &Os 8z8y 8z 2 	 / 
deverá ser igual a zero.([6]) 
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Fazendo det H(0,  1,0) = 0 teremos 
det H (0 , 1, 0) = 
2d 
2f 
j 
2f 
0 
2g 
j 
2g 
2i 
=0 
det H(0, 1,0) = 8fgj — 8f2 i — 8g2d = 
logo, f =0 e d= O. 
Com isto podemos dizer que existe uma  transformação projetiva 
/. = 	 E 1 	 A B CF 1 [3; 
H I 	 Z' 
tal que tenhamos b = d = f = O em relação ao novo sistema de coordenadas. 
Agora vamos usar os resultados acima para chegar na forma reduzida da 
 cúbica, 
 
ou seja, na forma de Weierstrass. 
Se b = 0,f=0ed=0, 
f (X,Y, Z) = a'X" + dz"+dx"zr + g'In2Z1 + WZ I2Xt+ itr2r + jtrIftZt 
Como Z' 0, x 	 y 
	
y2 + aixy + a2y = X 2 ± 131X 2 b2X b3 	 (1) 
Fazendo 
x=2 
e 
y = Ay' +  Br' + C 
3— 
2— 
1- 
/ 
-1— 
-2 — 
-3 - 
(b) y 2= x3 x (a) y 2 = x3 - x 
1 1 	 1,1 5 	 1 2 
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Substituindo na equação (1), obteremos 
(Ay' +Br' + C)2 + aid(Ay'+ 	 +C)+a2(AV+ Bzi +C) = +b1x 12 +62x' +63 
A2 (0 2 + B2 (2) 2 + C2 + 2ABy'r' +2ACy'+2BCz' +aiAr'y'+aiB(4 2 +ai CT,' 
+a2Ay' + (t z ar' + a2C = ré3 + b1e2 + b22 + b3 
Como queremos ficar somente com y' 2 no lado direito da  equação, temos que ter 
B = 2  C = -seA=1 2 
y'2 = x'3 + (4b1 + a)ia + (4b +2al cz 2 )x l + (463 + 
Logo, 
y2 = X3 ± (222 bx + c 
que dizemos estar na forma de Weierstrass_ 
2.7 Gráficos da Cúbica na forma de Weierstrass 
Vejamos alguns exemplos: 
CAPÍTULO 2. NOÇÕES DE GEOMETRIA PROJETIVA 	 31 
(c) y 2= X3 + X2 :um no' (d) y 2= x 3 :uma cdspide 
Figura 2.3: Cúbicas Racionais 
As abicas dos gráficos (c) e (d) são chamadas cúbicas singulares, que não es-
tudaremos; já as dos 
 gráficos (a) e (b), são chamadas cúbicas não-singulares e são 
ditas assim de acordo corn a 
 definição seguinte. 
Definição 2.7.1 Dizemos 
 que a cúbica racional 
C = {(x, y) e R2 : y 2 = h(x) = x3 + az2 + bx + 
é não-singular se, e somente se, y e ht(x) não se anulam simultaneamente, ou 
seja, se 
f (x, y) = x 3 + as2 bx + c — y 2 
então as derivadas parciais de f 7  P e 	 não se anulam shnultaneamente. &X i ay 
No próximo capitulo mostraremos que as cúbicas racionais apresentam urna es-
trutura de grupo. Consideraremos a cúbica sempre na forma reduzida. 
Capitulo 3 
Cúbicas Racionais 
Vamos considerar o problema de obter um terceiro ponto racional sobre uma 
 cúbica 
racional C que está na forma de Weierstrass conhecendo dois pontos racionais. 
Sabemos que se uma reta racional não vertical intersecta uma cúbica racional em 
dois pontos racionais, então existe um terceiro ponto de intersec 
 cão que também  
racional ([5]). 
Suponha que a reta 
= {(x, y) E R2 y = Tax + n; 	 n E (2} 
intersecta a cúbica C em dois pontos racionais P1 = 	 e P2 = (x2)1/2). 
Obtemos os pontos de intersecção entre .0 e C através da equação 
2 (rnx + )= x3 ± ax2 ± bx + c 
OU 
77L 2 X2 2mnx + n2 X3 ax 2 ± bx + c 
X3 ± (a — m 2)x 2 + (b — 2mn)x + (c — ri 2) = 
COMO Xi X2 G Q C R as três raizes desta equação precisam ser reais, ou seja, 
existe 13 E R tal que xi, x2 e 13 são as raizes da equação acima. 
Como 
+x2 + x 3 =- —(a — m 2) 
então x3 E 1;2 e portanto 
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y3 = mx3 + 
logo, (x 3 , y3 ) é um ponto racional. 
Quando temos apenas um ponto racional sobre a cúbica, podemos obter outro 
tomando a reta tangente à 
 cúbica por este ponto. 
Se Po = (xo , yo ) é um ponto racional da cúbica racional C, na forma de Weier-
strass, e temos yo 0, nos vemos que x o é uma raiz de multiplicidade 2 do polinômio 
de terceiro grau que é obtido substituindo-se a 
 equação desta reta tangente na 
equação da cúbica. 
Se 
C = {(x, y) e R2 : y2 = x3 + ax2 + bx + c; a, b, c e 01 
e 
T = { (x , y)ell:y= rnx + ml 
é a reta tangente a C no ponto Po . 
derivamos implicitamente a equação de C e obtemos 
2int = 3x2 + 2ax + b 
ou seja, como yo 
3x1 + 2ax. + b 
2yo 	 — 
A reta tangente à C em Po tem equação y = yi(x o)x + Tb e como (xo , yo ) é um 
ponto desta reta, obtemos 
T = {(x, y) E R2 : y = yi (x 0 )x + (yo — yi(x 0)x 0 )} 
Substituindo a equação da reta na cúbica C encontramos 
[V(x0 )x + (y o — yi (X0)X0)] 2 = x3 ax2 + bx + c 
OU 
CAPÍTULO a CÚBICAS RACIONAIS 
	 34 
+ 	 (x0) 2 + a]x2 [ —2(yo — 1/(xo)ro)1/(xo) + blx + [ — (yo — 't/ f (x0)x0) 2 +c] = 
Considerando o polinômio induzido por esta equação, ou seja, 
f (x) = X3 + [- Y1 (10) 2 a]x2 +[-2(Yo — Y 1 (xo)ro)V (z o ) + b]x +[— (yo — yI(x0)x 0 ) 2 + c] 
verificamos que para f (x) = 0, xo tem que ser raiz de f(z). 
Agora mostraremos que xo é raiz dupla de (x), pois xo é raiz de f(x). 
Assim 
(x) = 3z 2 + 2(- 1/(zo) 2 a)z — 2 (Yo — (ro)x0)0x0) + b 
e portanto 
fro) =  3z + 2(- 1/(xo) 2 
 + a)xo — 2 (/0 — ii(xo)xo)1/ 1(xo) + b 
nip) = (34 +2a.x0 + b)— 21/(x0) 22:0 — 2y0y 1(x0)+ 22/ (xo) 2xa 
fIxo) = 2Yolf (xo) — 2Y0il (x0) + 2y f (x0) 2 o — 2d(x0 ) 2x0 = 
f' (x 0) = O 
logo, xo é raiz de multiplicidade 2 de f(x). 
A terceira raiz x1 de f(x) também é real, por argumentos utilizados anterior-
mente, deve satisfazer 
210 + x1 = if(x 0 ) 2 — a 
Deste modo, a reta tangente h, cúbica C no ponto (x0 , yo ) intersecta a cúbica 
(duas vezes) neste ponto e num outro ponto racional (x1,1/1), onde 
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V(zo) 2 — a — 2x 0 
e 
zi r(xo)ri.+ (Ye — li(z0 )z0 ) 
ou seja, a partir do ponto racional (lo, ye), produzimos outro (xi, Iii), desde que 
Yo 	 e a tangente à cúbica no ponto (lo, y e ) nil:, seja vertical_ 
Quando ye = 0, derivando implicitamente a cúbica na forma de Weierstrass, os 
pontos (Xe, ye) sio aqueles ern que a tangente é uma reta vertical. 
Agora vamos apresentar um algoritmo que permite mostrar geometricamente 
que dados pontos racionais sobre uma cúbica racional não-singular C na forma de 
Weierstrass, nós somos capazes de produzir novos pontos racionais. 
Algoritmo: 
(1) Dados P e Q pontos racionais da cúbica C, com P Q, se a reta que liga P 
a Q não é vertical, ela intersecta a  cúbica C num terceiro ponto racional PQ. 
Figura 3.1: Na cúbica da figura PQ representa o terceiro ponto de intersecção 
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(2) Dado um único ponto racional P1 da cúbica, se a reta tangente à cúbica em 
não é vertical, ela intersecta a  cúbica num outro ponto racional Pi . 
Figura 3.2: Quando conhecemos apenas um ponto racional P1 da cúbica, tragamos 
um reta tangente à  cúbica e esta a intersectará em PiPi 
3.1 Estrutura de Grupo em uma Cúbica Racional 
Um teorema devido a Mordell (1921) afirma que se 
 Cf é uma cúbica racional nap 
singular que contem pontos racionais, então existe um conjunto finito de pontos 
racionais sobre Cf tal que qualquer ponto racional de 
 Cf  pode ser obtido a partir 
dos pontos deste conjunto. Não vamos provar este teorema aqui, apenas mostrar a 
estrutura de grupo que a  cúbica apresenta. 
Para tanto, precisamos acrescentar ao conjunto R 2 um ponto extra, chamado de 
ponto no infinito. 
Definição 3.1.1 Chamamos de ponto no infinito a um ponto O que esteja em toda 
reta vertical do plano. Este ponto O é definido como sendo racional. 
Agora corn este novo ponto racional vemos que qualquer reta do plano que in-
tersecte a  cúbica, intersecta-a em três pontos. 
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Considerando a cúbica não-singular Cf na forma de Weierstrass, definiremos um 
algoritmo para operar com os pontos racionais desta cUbica. 
Seja 
Cf = {(x, y) e R2 : y 2 = x3 + ax2 + bx + c; a, b, c e Q1 
e 
C(Q) = (x, 	 Cf : y e 
o conjunto dos pontos racionais, chamaremos de C(12) para o conjunto C(12) 
acrescido do ponto no infinito, isto é, C(Q) = C(Q) U {0}. 
Dados P 	 vi) e Q = (12, y2) e P,Q e C(Q). Vamos "somar" os pontos de 
acordo com o algoritmo; 
Algoritmo: 
(1) Ligue PeQe obtenha o ponto PQ c C(Q), como antes; 
(2) Através de uma reta vertical, ligue o ponto O ao ponto PQ. Esta reta inter-
sectará a cúbica num ponto que chamaremos de P e Q. Veja a figura: 
Figura 3.3: 0 ponto PeQéo resultado da "soma" de P com Q 
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Teorema 3.1.1 Seja C uma cúbica racional na forma de Weierstrass nito-singular 
e C(Q) o conjunto dos pontos racionais de C. Definindo : 
0 e 0 = 0 
temos que (C(Q), 0) (a !wrap& que acabamos de definir) é um grupo abeliano 
corn elemento identidade 0. 
Demonstração: Dado P e C(Q), P & r encontramos o ponto OS? do seguinte 
modo: 
(1) Tragamos uma reta vertical por P ligando 0 a P, e encontramos o ponto OP 
de intersecção 
 desta reta com a cúbica C. 
(2) Ligamos o ponto OP ao ponto 0 (passando uma reta vertical por OP) e esta 
reta intersecta a cúbica C de novo no ponto P (que é a mesma reta de antes). 
Assim, nós obtivemos O e P = P para todo P E C(Q),P O. 
Na mesma figura podemos mostrar que OP é o inverso de P, ou "—P", pois 
ligando P a OP intersectamos a  cúbica em 0 e como 00 = 0, temos P GOP = 0, 
o que mostra que OP = —P. Veja a figura: 
Figura 3.4: Ligando o ponto PACia reta intersectará novamente a cúbica no ponto 
—P ou o inverso de P 
Os pontos (x, y) da cúbica tais que y = 0, são aqueles que satisfazem à 
 equação 
P= —P ou 2P = Cl 
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Para mostrar a comutatividade vamos determinar as coordenadas de P e Q 
sempre assumindo a cúbica na forma de Weierstrass. 
Sejam P = (xi, yi) e Q = (x2, y2) pontos racionais da cúbica não-singular C e 
seja PQ = (x3 , y 3), então P ® Q = (x3 , —y3). Veja a figura 3.5: 
Figura 3.5: No gráfico estão ilustradas as coordenadas de P e Q 
Observando a figura, é possível ver que PeQ=Qe P, pois a reta PQ é a 
mesma que QP. 
Para encontrar as coordenadas de Pe Q temos que verificar se P=QePS Q. 
Quando P = Q e yt S 0, a reta que intersecta a cúbica O é tangente em 
= (xi, iii) e tem equação 
y = Trix + 71. 	 onde { 
3x 2+2=1 -1-6 
771 = 	 I 2yi 
n = Yi — 
Teremos uma raiz de multiplicidade dois no ponto P e se B é o outro ponto de 
intersecção desta reta coin a cúbica C, ou seja, B -= PP,  então 
13 = m2 — a — 224 
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e assim 
1/3 -= mx ± Ti 
Para P Q temos dois casos para analisar: se z1 =12 ou 
 i
Se z 1 1 =12, a reta que liga PaQ6 vertical, logo PQ = O e daiP  e Q = 0, ou 
seja, Pé o inverso de Q em (Ca , ED). 
Se z 1 12 , a reta que liga PaQ6 do tipo y = Az + r, onde 
111 	 112 A -= 
11 — Z2 
e 
r = — Azi = Y2 Az2 
Se P3 = (13 , y3) = PQ, isto 6, P3 é a terceira intersecção desta reta coin a cubica 
C, nós encontramos 
z 3 = A 2 — a —12 — z / 
y3 = Az + r 
Logo, o ponto P e Q está determinado uma vez que P ® Q = (x3 ,-0). 
Falta mostrar a associatividade da operação "e" do grupo (C(Q), ED), uma tare-
fa não muito fácil, vamos ficar com uma varificação geométrica, sem no entanto 
provarmos_ 
Seja C uma cúbica não-singular, na forma de Weierstrass e escolha P, Q e P 
pontos racionais que pertençam a C. 
(1) Para determinar Pø Q trace uma reta que passa por P e Q, esta intersectará 
a cúbica num terceiro ponto PQ, partindo deste panto PQ, trace uma reta 
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vertical ligando PQ a 0, esta reta intersectará novamente a cúbica que sera', o 
ponto P ED Q. 
(2) Agora vamos "somar" (P e Q) e R, que também procedemos da mesma 
maneira. Trace uma reta que liga P e Q ao ponto R, esta reta intersec-
tará a cúbica num terceiro ponto, a partir deste ponto trace uma reta vertical 
ligando-o a 0, que intersectará a cúbica novamente, e este ponto será a soma 
(P e Q) ED R. 
Feito isto, temos que mostrar que Pe(Qeft) e exatamente igual a (PGQ)ert, ou 
seja, procedendo da mesma maneira que antes, chegaremos nas mesmas coordenadas, 
vejamos entio. 
Figura 3.6: A figura ilustra que as coordenadas do ponto B são as mesmas para 
P e (Q e R) e (P Q) e R, isso mostra a associatividade 
(1) Vamos determinar as coordenadas de Q e R tragando ulna reta que liga o 
ponto Q ao R, esta intersectará a cúbica num terceiro ponto QR, trace uma 
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reta vertical ligando QR a 0, esta intersectará novamente a cúbica que  será o 
ponto Q e R. 
(2) Vamos "somar" Pe (QED 	 Trace uma reta que liga Q ED R ao ponto P, esta 
reta intersectará a cúbica num terceiro ponto, a partir deste ponto trace uma 
reta vertical ligando-o a 0, esta reta intersectará novamente a  cúbica, e este 
ponto será a soma P e (Q e R). 
Note que as coordenadas, ou o ponto da "soma" (P 	 eRé o mesmo da 
"soma" P e (Q ED R). • 
3.2 Propriedades das Cúbicas Não Singulares 
Diversos ramos da matemática se unem ao estudarmos as Cúbicas, alguns que pode-
mos citar sip a Álgebra, a Geometria, a Análise e a Aritmética 
O fato central na geometria de uma 
 cúbica não singular reside na estrutura 
de grupo definida a partir da correspondência que associa a cada par de pontos 
P,Q E Cf, o terceiro ponto de intersecção da reta PQ com Cf . 
Essa estrutura de grupo sintetiza uma grande riqueza de informações Dela 
podemos deduzir, por exemplo, que a reta que liga dois pontos de 
 inflexão intersecta 
a cubica num terceiro de inflexão. Utilizamos este fato para mostrar que a classe de 
congruência de Cf ( a coleção das cúbicas obtidas de Cf por uma projetividade) 
determinada por uma certa constante, chamada o modulo de Cf . 
Quando K = C, a estrutura de grupo está intimamente ligada á teoria de das 
funções  elípticas 
_ Sabemos que essa parte foge dos nossos objetivos, para este tra-
balho, mas não seria justo deixar de mencionar algumas das "conexões mais sur-
preendentes"que podemos encontrar ao estudar as 
 cúbicas. 
(1) Associada a cada cúbica não singular Cf : 1/3 = x3 +ax +b, existe tuna função 
meromorfa não constante p(z), satisfazendo à equação diferencial 
gl(4 2 = ç(z) 3 + ap(z) + b. 
(2) 60(z) é uma função elíptica, 
 isto e, existe um subgrupo aditivo (wt, w 2) C C 
gerado por dois números complexos oh, cg 2 linearmente independentes sobre 
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R tal que p(z + co) = p(z) se e só se cll e (w1 ,G.22 ). Diz-se entalo que p(z) 
duplamente periódica, com períodos 	 rn2c4.)2, rn, e Z. 
(3) A aplicação Z 	 (p(z) : p'(z) : 1) induz um isomor fismo do grupo aditivo 
CRuk,c4.72) sobre Cf . 
(4) Topologicamente, C/(u.h.,w 2) é isomorfo a R2 /Z 2 = (RR') x (R/Z) = x 51 , 
produto de dois ciculos. Assim, uma cúbica não singular se identifica com um 
toro. 
(5) 0 módulo de C1 , mencionado acima, expressa-se como 
 função dos períodos de 
P(z)- 
Quando a cúbica Cf é definida por uma 
 equação a coeficientes inteiros como a 
famosa x3 y3 = z3 , do "ultimo teorema de Fermat", infelizmente não temos um 
critério para decidir se possui pontos racionais ou não, somente exemplos que não 
existe o tal ponto. 
Mas, podemos mostrar que, se Cf tem um ponto racional, esta 6. congruente 
a uma ctibica,(definida sobre Z), coin um ponto de inflexão racional. Tomando 
tal ponto como elemento neutro para a estrutura de grupo, o conjunto dos pontos 
racionais forma um subgrupo finitamente gerado de Cf (Teorema de Mordell). 
As cúbicas desempenharam papel importantíssimo na demonstração do ultimo 
teorema de Fermat, recentemente demonstrado por Andrew Willes. 
Conclusão  
A realização deste trabalho foi de grande importância , pois proporcionou um 
contato maior corn assuntos da matemática muito interessantes como as "Ternas 
Pitagóricas", resolução de integrais usando a parametrização de cônicas, geometria 
projetiva, a estrutura de grupo que as 
 cúbicas apresentam , a relação que o estudo 
das curvas algébricas racionais tern com a demonstração do " Último Teorema de 
Fermat" ,provado recentemente, assuntos que de uma certa forma sic) novos para 
nós alunos da licenciatura. 
Encontrar pontos racionais em Curvas Algébricas Racionais, COMP já foi cita-
do várias vezes, no trabalho, envolve vários mums da Matemática, em especial a 
Geomatria Algébrica e Teoria dos Números. 
Podemos verificar que apesar dos cálculos envolvidos para encontrar soluções 
racionais ern curvas algébricas racionais serem um pouco trabalhosos, geometrica-
mente fica muito mais fácil e tentamos sempre que possível apresentar um 
 gráfico, 
o que facilitou muito o entendimento do assunto apresentado. 
Como vimos, para a realização deste trabalho, antes de tudo, foi necessário 
estudar vários assuntos, o que trouxe um pouco de dificuldade, mas ao mesmo 
tempo um enriquecimento do conhecimento adquirido durante o período acadêmico. 
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